Ejercicios de Modelos de Probabilidad

Elisa M. Molanes-Lépez, Depto. Estadistica, UC3M

Binomial, Poisson, Exponencial y Uniforme

Ejercicio 1. Se dispone de un sistema formado por dos componentes similares conectados en paralelo

y que funcionan independientemente el uno del otro.

a) Si el tiempo de vida de cada componente se puede modelizar a través de una Exponencial con
media 5000 horas, ;jcudl es la probabilidad de que el sistema esté al menos 10000 horas en

funcionamiento ininterrumpido?

b) Supongamos que el sistema lleva ya 8000 horas en funcionamiento, ;qué probabilidad hay de

que llegue a las 10000 horas, es decir, que funcione al menos 2000 horas mas?

Solucién: Sea T; el tiempo de vida en horas del componente i, siendo ¢ = 1,2. Se sabe que T; sigue
una distribucién Exponencial con pardmetro A; y media E[T;] = 5000 horas. Dado que A\; = 1/E[T;],

resulta que A\; = 1/5000 h™! para i = 1,2. Sea T el tiempo de vida en horas del sistema completo.

a) Nos piden Pr(7" > 10000 h). Teniendo en cuenta la independencia de sucesos, la propiedad del

suceso contrario y las leyes de Morgan, resulta que:

Pr(T > 10000) = Pr({T} > 10000} U {T5 > 10000})
= 1—Pr({T}y > 10000} U {T% > 10000})
= 1—Pr({Ty > 10000} N {T% > 10000} )
= 1 —Pr({Ty <10000})Pr({T> < 10000})
= 1-(1-e?)%=0,25235.

Notese que hemos usado el hecho de que

1
—— /500044 — 1 — 2 = (),86466.

10000
Pr(Ty < 10000) = /
o 5000

b) Nos piden Pr(7" > 100007 > 8000). Utilizando la definicién de probabilidad condicionada,

resulta que:

Pr(T >10000) 1—(1—e2)?
Pr(T > 10000|T > 8000) = Br(T = 8000) =1 o) = 0,69513.

Noétese que Pr(T > 8000) se calcula de modo anédlogo a Pr(T" > 10000).

Ejercicio 2. Se dispone de un sistema formado por dos componentes similares conectados en serie

y que funcionan independientemente el uno del otro.

a) Si el tiempo de vida de cada componente se puede modelizar a través de una Exponencial con
media 5000 horas, ;jcudl es la probabilidad de que el sistema esté al menos 10000 horas en

funcionamiento ininterrumpido?

b) Supongamos que el sistema lleva ya 8000 horas en funcionamiento, ;qué probabilidad hay de

que llegue a las 10000 horas, es decir, que funcione al menos 2000 horas mas?



Solucidn: Sea T; el tiempo de vida en horas del componente ¢ (i = 1,2). Se sabe que T; sigue una
distribucién Exponencial con pardmetro \; y media E[T;] = 5000 horas. Dado que \; = 1/E[T;],
resulta que \; = 1/5000 h™! para i = 1,2. Sea T el tiempo de vida en horas del sistema completo.

a) Nos piden Pr(7" > 10000 h). Teniendo en cuenta la independencia de sucesos, la propiedad del

suceso contrario y las leyes de Morgan, resulta que:

Pr(T >10000) = Pr({Ty > 10000} N {75 > 10000})
= Pr(Ty > 10000) Pr(T» > 10000)
= (1 —Pr(Ty <10000))(1 — Pr(T5 < 10000))
= (e7%)*=0,01832.

Nétese que hemos usado el hecho de que Pr(7; < 10000) = 1 — e~2 = 0,86466.

b) Nos piden Pr(T" > 10000|7 > 8000). Utilizando la definicién de probabilidad condicionada,
resulta que:

Pr(T > 10000 —2)2
Pr(T > 10000|T > 8000) = Prr((T . 8000)) _ (((;i 8/2)2 = 0,44933.

Noétese que Pr(T > 8000) se calcula de modo anélogo a Pr(T" > 10000).

Nota interesante: A diferencia con el apartado b) del Ejercicio 1, en esta ocacidn sucede
que T se puede ver como el minimo de dos tiempos exponenciales independientes, es decir,
T = min {7y, T>}. Bajo esta circunstancia, es sencillo demostrar que T' sigue un modelo Expo-
nencial con pardmetro igual a la suma de los pardmetros de las dos exponenciales implicadas,
Ty y Ty. Por este motivo, el apartado b) podria haberse resuelto utilizando la falta de memoria
de la Exponencial, es decir, la probabilidad pedida coincidiria con Pr(T > 2000), siendo T una

v.a. Exponencial con pardmetro X = A1 + Az = 2/5000 h~1.

Ejercicio 3. Sea X la v.a. horas que se dedica a realizar una actividad, cuya funcién de densidad
viene dada por f(z) = f(z+1),si0 <z <2.

a) Calcule la probabilidad de que el tiempo empleado sea superior a una hora.

b) Aproxime, mediante simulacién en MATLAB/Octave, la probabilidad calculada en el apartado

a).

¢) Si se realizan diez actividades segin la v.a. X, calcule la probabilidad de que en exactamente
3 de ellas el tiempo empleado en realizar cada una de ellas sea superior a la hora y media.

d) Aproxime la probabilidad del apartado ¢) mediante simulacién en MATLAB/Octave.

Solucién: Dado que X tiene funcién de densidad, sabemos que X es una v.a. continua. Ademas,
su rango de valores es Rx = (0,2), (donde su densidad, f(z), es estrictamente positiva).
Calculemos su funcién de distribucién:

Sea x < 0, entonces F(x) = 0.

Sea z € (0,2), entonces

=8

Sea x > 2, entonces F(x) = 1.



De modo que:

a)
b)

0, siz <0,
2 .
Flx)=4q & +%, size(0,2),
1, en caso contrario.

Pr(X>1)=1-Pr(X<1)=1-F1)=1-(t+ 1) =2

o=

Utilizando el método de la inversa debemos resolver en x la ecuacién F(z) = u para z € (0, 2),

siendo « un nimero aleatorio generado de una distribucién Uniforme en (0, 1).

2

De modo que el cédigo en Matlab para aproximar la probabilidad del apartado a) serfa:

n=10000;
u=rand(n,1);
x=-1+sqrt (1+8%*u) ;
cond=(x>1);

pa=sum(cond) /n

Sea Y la v.a. que cuenta el numero de actividades, de entre un total de 10, cuyo tiempo
de realizacién supera la hora y media. Se sabe que Y sigue una distribucién Binomial con
pardmetros n = 10y p = Pr(X > 1,5h) = 1 — F(1,5) = 1 — (35 + 2) = i1. Nos piden
Pr(Y = 3). Utilizando la funcién de probabilida de Y resulta que:

Pr(Y =3) = (13()) (11/32)(21/32)" = 0,2555.

El c6digo en Matlab para aproximar la probabilidad del apartado c¢) serfa:

n=10000;
u=rand(n, 10) ;
x=-1+sqrt (1+8%*u) ;
cond=(x>1.5);
y=sum(cond,2) ;

pc=sum(y==3) /n

Ejercicio 4. El gerente de un restaurante que sélo da servicio mediante reservas sabe que el 15%

de los clientes que hacen una reserva, al final no acudirdn al restaurante. Para hacer negocio la

politica del restaurante consiste en aceptar un maximo de 25 reservas aun cuando sélo disponga de

20 mesas en total.

2)

b)

[ Cudl es la probabilidad de que en un dia concreto para el que se tienen anotadas 25 reservas,

se les pueda asignar mesa a todas las personas que acudan (con reserva)?

Cémo simularias en MATLAB/Octave la probabilidad calculada en el apartado anterior?

Solucion: Sea A el suceso «el cliente que ha hecho una reserva, finalmente acude al restaurantes».

Sabemos que Pr(A4) = 0,15.



a) Sea Y la v.a. que cuenta el n° de clientes que habiendo hecho reserva (es decir, de un total
de 25 clientes), acuden al restaurante. Y se distribuye segiin una Binomial con pardmetros
n=25yp=Pr(Ad)=1-Pr(4) =1-0,15 = 0,85. Nos piden:

Pr(Y < 20) 1—Pr(Y >20)=1-Pr(Y >21)

= 1-Pr(Y =21) - Pr(Y =22) — Pr(Y =23) — Pr(Y = 24) — Pr(Y = 25).

Teniendo en cuenta que:

2

Pr(Y =21) = (2‘;’) 0,8521 - 0,15* = 0,2110,
25 ) 5

Pr(Y =22) = oy ) 0:85°2 0,15 = 0,2174,
25 ) )

Pr(Y =23) = 53 ) 0:8573 0,157 = 0,1607,
25 ) L

Pr(Y =24) = 0y ) 0:85%40,15" = 0,0759,

Pr(Y =25) = (25) 0,85%5- 0,15 = 0,0172,

se concluye que Pr(Y < 20) = 1 — 0,2110 — 0,2174 — 0,1607 — 0,0759 — 0,0172 = 0,3179.

b) Opcién 1:

n=100000;

pA=0.85;

u=rand(n,25) ;

x=1.%(0<u & u<pA) + 0.*(pA<=u & u<l);
y=sum(x,2);

prob_a=sum(y<=20) /n

Opcién 2:

n=100000;

pnoA=0.15;

u=rand(n,25) ;

x=1.%(0<u & u<pnoA) + 0.x(pnoA<=u & u<i);
y=sum(x,2);

prob_a=sum(y>=5)/n

Ejercicio 5. Supongamos que el nimero de imperfecciones en un alambre fino de cobre sigue una

distribucién de Poisson con media 2.3 imperfecciones por milimetro de longitud. Se pide:
a) ¢ Cudl es la probabilidad de que se encuentren dos imperfecciones en 1 mm de alambre?

b) ;Cudl es la probabilidad de que se encuentren al menos dos imperfecciones en 3 mm de

alambre?

¢) Determine la probabilidad de que la distancia entre dos imperfecciones consecutivas sea supe-

rior a 2 mm.



Solucion:

a)

Sea X la variable aleatoria (v.a.) «Numero de imperfecciones por mm de alambre de cobre». Sa-
bemos que X sigue un modelo de Poisson con pardmetro A\x = pux = 2,3 imperfecciones/mm.
Nos piden Pr(X = 2). Utilizando que la funcién de probabilidad de esta v.a. es:

exp(—Ax) Ak

p(k):Pr(X:k):T, Sik:0,1,2...7

se tiene que:
exp(—2,3)2,3?

o = 0,2652.

Pr(X =2)=

Sea Y la v.a. «Numero de imperfecciones en 3 mm de alambre». Por la reproductividad de la
Poisson se verifica que Y sigue un modelo de Poisson con pardmetro Ay = 3Ax = 6,9. Nos
piden Pr(Y > 2). Utilizando la propiedad del suceso contrario y la funcién de probabilidad de

la Poisson, se concluye que:

Pr(Y > 2) 1-Pr(Y <2)=1-Pr(Y=0)—Pr(Y =1)
3 exp(—6,9)6,9Y 3 exp(—6,9)6,9!

=1 0! 1!

= 0,9920.

Asociada a una Poisson siempre existe una v.a. exponencial. En este caso, si denotamos por D
a la v.a. «distancia en mm que existe entre dos imperfecciones consecutivas en dicho alambre
de cobre», se verifica que D sigue un modelo exponencial de pardmetro Ax = 2,3 mm~'. Nos
piden Pr(D > 2 mm). Utilizando que la distribucién de D es Fp(x) = 1 — exp(—2,3x), se

concluye que:

Pr(D>2mm) = 1-Pr(D<2)=1-Fp(2)
1—(1—exp(—2,3 x2)) = exp(—4,6) = 0,0101.

Ejercicio 6. Un servicio de asistencia técnica en carretera ha comprobado que en las mananas de

los fines de semana el numero de llamadas que recibe, por término medio, es de 3 llamadas cada

hora.

Un operario comienza su jornada de sabado a las 8 de la manana. Suponiendo que las llamadas

se realizan de forma independiente y con tasa constante:

(Cudl es la probabilidad de que reciba la primera llamada antes de las 8:157

(,Cual es la probabilidad de que reciba 4 llamadas en las dos primeras horas de su jornada de
trabajo?

Si lleva 10 minutos sin recibir ninguna llamada, ;cual es la probabilidad de que reciba una

nueva llamada en menos de 15 minutos?

Solucién: Sea X la v.a. que cuenta el nimero de llamadas que recibe cada hora un servicio de asis-

tencia técnica en carretera los fines de semana por la manana. Se sabe que X sigue una distribucion

de Poisson con pardmetro A. Dado que E[X] = 3 llamadas por hora y A = E[X], resulta que A = 3
llamadas/h.

a)

Sea T la v.a. que mide el tiempo en horas transcurrido entre dos llamadas consecutivas.
Sabemos que T sigue un modelo Exponencial con pardmetro A = 3 h™! y media E[T] = 1/\ =
1/3 = 0,33333 h. Ndétese que, teniendo en cuenta la falta de memoria de la Exponencial, T



también se puede interpretar como el tiempo en horas que transcurre desde el instante actual
hasta que se produce la primera llamada. Entonces, la probabilidad pedida es
0,25

Pr(T < 15 min) = Pr(7 < 0,25 h) = / e Mdt = —e” ]
0

t=0,25
t=0 -

1—e %7 =0,52763.

Sea Y la v.a. que cuenta el nimero de llamadas recibidas en 2 horas. Si en 1 hora por término

medio se recibian 3 llamadas, ahora en un intervalo de tiempo el doble de grande se recibiran

por término medio el doble de llamadas, es decir 6. De modo que Y se distribuye segiin una

v.a. de Poisson con pardmetro A = E[Y] = 6.

Nos piden Pr(Y = 4). Utilizando la funcién de probabilidad de la Poisson se verifica que:
o664

Pr(Y =4) = 4|6 =0,1339.

Nos piden Pr(T < 25 min|T > 10 min). Si tenemos en cuenta que la Exponencial no tiene

memoria, esta probabilidad se podria calcular mediante Pr(T" < 15 min).

Hagédmoslo primero utilizando la definicién de probabilidad condicionada:

Pr(10 min < T < 25 min)
Pr(T > 10 min)

Pr(10/60 h < T < 25/60 h)
Pr(T > 10/60 h)

J; 1205//6600 3emdt

flO;/GO 3e3tdt

—6*3’5] 25/60
t=10/60

Pr(T < 25 min|T > 10 min) =

— 3t
€ ]t:10/60
=30/60 _ o=T5/60  o=30/60(] _ o—45/60)

e—30/60 o e—30/60
= 1—¢e %7 =0,5276.

Noétese que el valor obtenido coincide con el obtenido en el apartado a) Pr(T < 15 min) =
Pr(T <025 h) =1—e %7 =0,5276.

Ejercicio 7. Supongamos que una particula se lanza desde el origen del plano en linea recta,
formando un angulo 6 con el eje de abscisas.

Denotemos por Y la segunda coordenada del punto de choque o interseccién de dicha particula con

la recta 2 = 1. Si sabemos que el dngulo 6 se distribuye uniformemente en el intervalo (-7, 5):
a) Calcule la funcién de densidad y de distribucién de Y.
b) Calcule la probabilidad de que Y sea mayor que cero.
c¢) Calcule la probabilidad de que Y sea mayor que uno.
d) Mediante simulacién con MATLAB/Octave aproxime las probabilidades pedidas en b) y ¢).
Solucién:



a)

tan(0)

/ ~r[:/2 n:/2

0

Sea X la v.a. que devuelve el angulo 6 y sea Y la v.a. que devuelve la ordenada del punto
de corte entre las dos rectas r1 y 2. Se sabe que X es una v.a. uniformemente distribuida en
(=%, %) Teniendo en cuenta que Y = h(X), siendo h(z) = tan(z), si € (=7, §), resulta que
X = arctan(Y’). Dado que h es una funcién derivable e inyectiva en (-7, 7), sabemos que la

densidad de Y es:

dx
fr(y) = fx(x) al
Obsérvese que el rango de Y es Ry = R y que derivando z con respecto a y se obtiene
g—z = ﬁ > 0. Entonces,
1 1
=———,siyeR
fy(y) S sl y

Calculemos su funcién de distribucién. Sea y € R,

Y1 1 arctan(y) 1
FY(y):/_wE1+y2dy: 3

Esta v.a. sigue un modelo de Cauchy y no tiene media.

Pr(Y > 0) = 1— Fy(0) =1 (2220 1 1) — g5

™ s

Pr(Y > 1) =1 - Fy(1) =1 - (22204 1) — 05— =2 — 0,25,

Por el método de la inversa F(y) = u, siendo u € (0,1) un valor uniformemente distribuido
en (0,1) e y € R. Entonces,

t 1
arctan(y) + yTu=yY= tan(m(u — 0,5)).
T

n=10000;
u=rand(n,1);
y=tan(pi*(u-0.5));
cond0=(y>0) ;
pb=sum(cond0) /n
condl=(y>1);

pc=sum(condl)/n



Ejercicio 8. Se dispone de dos procesadores que funcionan independientemente el uno del otro. Las
tareas llegan al procesador 7 de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro \; tareas por unidad

de tiempo, ¢ = 1,2. Suponiendo que A\; = 0,5y Ay = 3,5:

a) Determine la probabilidad de que lleguen al menos dos tareas a cada procesador dentro del
intervalo de tiempo [0,%9 = 3].

b) Complete el siguiente c6digo en MATLAB/Octave para aproximar por simulacién la probabi-
lidad pedida en el apartado a).

n=30000;
nl=poissrnd(__________ 0,105
n2=poissrnd(__________ »n,1);

cond=(n1>=2

prob=sum(cond) /n

Solucion:

a) Nos piden Pr(Ni(t9) > 2 N Na(tg) > 2), siendo Ni(tp) el nimero de tareas que llegan al
procesador 1 en [0,%9] v Na(tg) el ntimero de tareas que llegan al procesador 2 en [0, o).
Por la reproductividad de la Poisson se verifica que Ni(tg) ~ Poisson(A1 X to) y Na(to) ~

Poisson(Az X tp). De modo que:

Pr({Ni(to) > 2} N{Na(to) > 2})

Pr(Nl(t()) Z 2) Pl“(NQ(to) Z 2)
eiAltO (Alto)o 67)\1750 (>\1t0)1

- - - )

0! 1!
—Xato 0 —A2to 1
(1-° O(,AQtO) -~ 2 f,AQtO) ) = 0,4420,

para tg =3, A\ = 0,5y Ay = 3,5.

b) EL cédigo en MATLAB/Octave serfa:

n=30000;
nl=poissrnd(0.5%3,n,1);
n2=poissrnd(3.5%*3,n,1);
cond=(n1>=2 & n2>=2);

prob=sum(cond) /n

Ejercicio 9. Un vehiculo se desplaza en linea recta en la direccién del eje de abscisas y en sentido
positivo a una velocidad constante de a unidades. Aleatoriamente se elige una direccion al azar
de modo que dicha direcciéon forma un dngulo 6 con el movimiento del vehiculo. Supéngase que 6
se distribuye segin un modelo uniforme continuo en (0, 7). Sabiendo que la velocidad efectiva del

vehiculo en la direccién aleatoria viene dada por la expresién V' = acos(#), se pide:
a) Determine la funcién de densidad y la funcién de distribucién de la velocidad efectiva.
b) Calcule la velocidad media efectiva del vehiculo en la direccién aleatoria.

c¢) Complete el siguiente cédigo en MATLAB/Octave que genera valores de V' y aproxima por
simulacién la probabilidad de que la velocidad media efectiva sea mayor a 15 km/h suponiendo
que ¢ = 25 km/h.



Nota: Tenga en cuenta que By

n=10000;

a=25;

u=rand(n,1);

v= ____ * cos(pi*__);

prob= sum(____)/n

darccos(y) _  —1

Vi-y?

Solucion:

a)

Sabemos que V = ¢(0), donde g(z) = acos(z), si x € (0,7). Dado que g es una funcién

derivable e inyectiva, se puede utilizar la expresion siguiente para calcular la densidad de V,

dz(v
fu () = folaw) |22
Se tiene que z(v) = arccos(v/a), lo que implica que dﬁg}”) = \/1:1(1/)‘/1“)2 = agivz’ siv e

(—a,a). Dado que 6 ~ U(0,), sabemos que fp(z) = 2, si € (0, 7). De modo que

1
a2 —v2’

Calculemos ahora la distribucién de V. Se tiene que

siv € (—a,a).

fv(v) =

v v 1
—1 v 1 1
= aI“CCOS(Z/G)] = —arccos(—1) — —arccos(v/a) =1 — M.
T —a Q ™ ™
Es decir,
07 v S —a,
Fyv) =4 1-—2est/a) =y e (_g,a),
]-7 v 2 a.

Para calcular la media de V' 1o mas sencillo es aplicar la formula de la media de una transfor-

macion, es decir,

T=T

E[V] = Elacos(8)] = /07r acos(z) fo(x)dr = /07T acos(x)ldx _— sin(x)

™ s z=0

a , . .
= —(sin(m) —sin(0)) = 0.
7r
El cédigo completo seria como se indica a continuacion,

n=10000;

a=25;

u=rand(n,1);

v=a*xcos(pi*u); % también valdria v=a*cos(pi*(1-u));

prob= sum(v>15)/n



