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TEMA V
VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS

INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se estudiaron variables aleatorias unidimensionales; es decir,
se estudid cada variable de manera independiente; sin embargo, en muchas ocasiones es
necesario estudiar dos o mas caracteristicas (variables) de un experimento. En cualquier
sistema fisico, econémico o social, que se estudie a través de modelos aleatorios, pueden
existir varias variables, y debido a la interrelacion entre ellas, deben estudiarse modelos
que describan el comportamiento probabilistico conjunto de dichas variables.

Definiciéon 5.1
Si X, X,, X;, ..., X son variables aleatorias definidas sobre un

mismo espacio muestral, dichas variables aleatorias reciben el nombre
de VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS.

Asicomo se dijo en el tema anterior, que una variable aleatoria responde a una
pregunta de interés en un fenémeno, las variables aleatorias conjuntas se puede decir que
representan varias caracteristicas (o responden a varias preguntas) de interés en un
mismo fenémeno. Y al igual que en el tema anterior, existen variables aleatorias
conjuntas discretas y continuas.

VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS DISCRETAS

Definicion 5.2
Si X, X,, X;, ..., X, son variables aleatorias conjuntas discretas, se
define su funcion de probabilidad conjunta como:

Fox oz (o %o s %,) = P (G =N X, = 5,0 . N X, = x)
=P(X1=x1,X2=x2, s X =xn)

Es bastante comin utilizar p,, para denotar la funcion de probabilidad

conjunta; sin embargo, aqui se prefiere la notacion fXY(x,y), puesto que también es una

funcidn y facilita la generalizacion de diversas expresiones.

En particularsi n = 2

]}Y(x,y):P(X:xﬂY:y):P(X:x,Y:y)

A.L.B.S./N.M.G.

Ejemplo 5.1

Considérese el lanzamiento de dos dados.
El espacio muestral es

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4),
(2,1), (2.2), (2.3), (2,4),
o LB (32), (3,3), (3,9),
(4,1), (4.2), (43), (4,4),
(5.1), (5.2), (5,3), (5,4),
(6,1), (6.2), (6,3), (6,4),

Si interesa el resultado del primer dado y la suma de los puntos en los dos

lanzamientos, entonces

Sea
’Yl : El resultado del primer lanzamiento
X2 : La suma de los resultados de los dos lanzamientos.

Ry={1,2,..,6}
R, ={2,3,4,.,12}

La funcién de probabilidad conjunta para X1

siguiente forma:

f)'(le(l,Z) = P( =1,X,=
fex(1,3) = P(X,=1,X,=

y para X2 se construye de la

Anotando las probabilidades en una tabla se tiene:
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x, \ x, 1 2 3 4 5 6
2 1 0 0 0 0 0
36
3 R R 0 0 0 0
36 36
4 R R 1 0 0 0
36 36 36
5 R R 1 1 0 0
36 36 36 36
6 1 1 1 1 1 0
36 36 36 36 36
7 RS RS 1 1 R 1
36 36 36 36 36 36
8 0 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36
9 0 0 1 1 1 1
36 36 36 36
10 0 0 0 1 1 1
36 36 36
11 0 0 0 0 1 1
36 36
12 0 0 0 0 0 1
36

GRAFICA DE UNA FUNCION DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Al igual que para las variables aleatorias unidimensionales, lo mas comun es dibujar
rectas verticales cuya altura representa la probabilidad, también se pueden dibujar los
puntos; sin embargo, como puede observarse, la lectura de una grafica de una funcidn
de probabilidad conjunta se complica un poco y sé6lo puede hacerse para el caso de dos
variables.

A.L.B.S./N.M.G.

|
-

CARACTERISTICAS DE LA FUNCION DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Si X , Y son dos variables aleatorias conjuntas discretas. Su funcion de probabilidad
conjunta tiene las siguientes caracteristicas:

1) 0<flx,y)<1 ¥V (x,y)
2) E foy(x’y)=1
VRy VR,
! Y
3) P(xosszl, Yo < Ysy1)= > ¥ Fer(x, %)

X = xo y = yO
FUNCIONES DE PROBABILIDAD: MARGINAL Y CONDICIONAL
Si X y Y son dos variables aleatorias conjuntas discretas, entonces se pueden hacer
las siguientes definiciones.

La funcion de probabilidad marginal de X ( funcion de probabilidad de X

al margen de Y ) como
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j;,(x) = Vz}t; fXY(x’ )

La funcion de probabilidad marginal de Y ( funcion de probabilidad de Y al

margen de X ) como

fly) = \; Ser(x, %)

La funcién de probabilidad condicional de X dado que Y = y, es:

fXY(x’yo)
S0 fy) > 0
ISR A SR
0 ;  em otro caso

La funcion de probabilidad condicional de ¥ dado que X = X, es:

ny(xo, }’)
——— ; f >0
fY|x0 (y|X=x0) = fX(xO) X(xo)
0 ;  en otro caso

Ejemplo 5.2

Para la funcion de probabilidad conjunta discreta estudiada anteriormente, del
lanzamiento de dos dados, obtener las marginales.

A.L.B.S./N.M.G.

Resolucion

x x)
f;Y1X2(1’ 2

1 2 3 4 5 6 fX2 (xz)
2 1 0 0 0 0 0 R
36 36
3 1 1 0 0 0 0 2
36 36 36
4 1 1 RS 0 0 0 3
36 36 36 36
5 1 1 1 1 0 0 4
36 36 36 36 36
6 R R 1 1 R 0 35
36 36 36 36 36 36
x 7 RS RS 1 1 RS 1 6
2 36 36 36 36 36 36 36
8 0 1 1 1 R R 5
36 36 36 36 36 36
9 0 0 1 1 1 R A
36 36 36 36 36
10 0 0 0 1 1 R 32
36 36 36 36
11 0 0 0 0 1 Ry 2
36 36 36
12 0 0 0 0 0 1 1
36 36
f (x ) s s S5 L s s 1
A\ 36 36 36 36 36 36
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Ejemplo 5.3

Cierto articulo se fabrica en dos lineas de produccion diferentes. La capacidad
en cualquier dia dado para cada linea es de dos articulos. Supdngase que el
numero de articulos producidos por la linea uno en un dia cualquiera es una

variable aleatoria X y que el namero de articulos producidos por la linea dos

estd dado por Y . Con base en datos estadisticos se obtuvo la siguiente tabla

que corresponde a la funcidén de probabilidad conjuntade X y Y.

x
x,
Fer(x.2) ” ; 2
0.10 0.20 0.20
y 0.04 0.08 0.08
2 0.06 0.12 0.12
a) Calcular la probabilidad de que en un dia dado el numero de articulos
producidos en la linea uno sea mayor que el numero de articulos
producidos en la linea dos .
b) Obtener las funciones de probabilidad marginalesde X y Y
c) Determinar la funcion de probabilidad condicionalde X dado Y =1
d) Calcular P(X<2|Y= 1)
Resolucion

a) P(X>Y)=P(X=1,7=0) + P(X=2,7=0) + P(X=2,Y=1)

=02 + 02 + 0.08 = 0.8
b)
Fir(x, 7) 0 1 2 £,
0 0.10 0.20 0.20 0.5
1 0.04 0.08 0.08 0.2
y 2 0.06 0.12 0.12 0.3
£, (x) 0.20 0.40 0.40 1.0

©) feiy-q1 (x[Y =1)

A.L.B.S./N.M.G.

S X=0,Y=1) 004 _
£ (1) 0.2

X=1,Y=1
P(lelyzl)zfxr( ) _ 008 .,

Q) 0
flX=2,7=1) o

P(X:2|Y:1):XY( 1) >:00028:0.4
3 .

Construyendo la tabla f,'Y| _— (x|¥ =1)

P(x=0|Y=1)

x 0 1 2

feiyoq (x]7 = 1) 0.2 0.4 0.4

d) De la tabla:
P(X<2|Y=1)=02+04=06

VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS CONTINUAS

Definicién 5.3
Si X, X,, X,, ..., X, son variables aleatorias conjuntas continuas,

entonces su funcion de densidad conjunta se define como una funciéon
con las siguientes caracteristicas

l)leXz___Xn(xl,xz, ...,xn)z 0

2) f f"'fleXz---&(xl’xW'“

3) P((xl,xz,...,xn)eR)=ff...f leXz___Xn<xl,x2,...,xn)dxldxz...dxn

R

YV X XN

, xn) dx, dx, ... dx, =1

Ejemplo 5.4
Sean X, Y dos variables aleatorias conjuntas con funcion de densidad
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7 ) k(x+y);0<x<1,0<y<1 AL 6 46 4375
x, = .
xr Y 0 ; en otro caso 16 16 16 16
a) Calcular el valor de k para el cual £, (x,y) es funcion de Para obtener P (X +Y < 1), se dibuja la region de integracion
densidad
b) P(0.5<X<1,05<Y<1)
¢) P(X+Y<1)
Resolucion
a) Para el caso de dos variables aleatorias la propiedad 2 puede

reescribirse como

fm fm fXY(x,y)dxdy:I

1 1
1=[ fk(x+y)dxdy
o Jo

1
1x2 1 1
I:kf[—+yx dy=kf(—+y)dy
ol 2 0 o\ 2
, 1
1=k ly+y—
2° 2 |,
k| Ll o) - k-1
2 2

1}
o —
n
—

A.L.B.S./N.M.G.

FUNCIONES DE DENSIDAD: MARGINAL Y CONDICIONAL

Aligual que para las variables aleatorias conjuntas discretas, para las continuas también
se definen las funciones de densidad marginal y condicional.

Si X y Y son dos variables aleatorias conjuntas continuas, entonces se
define:
La funcién de densidad marginal de X ( funcion de probabilidad de X al

margen de Y) como

fx) = [T fip(x, p) dy

La funcion de densidad marginal de Y ( funcion de probabilidad de Y al
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margen de X ) como

H0) = [7 folx,y) dx

La funcién de densidad condicional de X dado que Y =y, es:

fXY(x’ yo)
o (5|7 =) - A

0 ;  em otro caso

s fr(w) >0

La funcién de densidad condicional de ¥ dado que X = x es:

fur(%- ¥)
s Jxl%)> 0
f},lx0 (y |X = xo) = fX(xo) X(xo)

0 ;  en otro caso

Obsérvese que la distribucion condicional, se obtiene con la misma expresion
tanto para variables aleatorias discretas como continuas.

Ejemplo 5.5

Sean X1 y X2 las proporciones de dos sustancias distintas que se encuentran

en una muestra de una mezcla de reactivos que se usa como insecticida.
Supbéngase que X1 y X2 tienen una densidad de probabilidad conjunta

representada por

2;0<x , 0<x,<1 , x, +x,<1
S x, (%5 %) =
; en otro caso
a) Calcular P| X, < 3 » X, < 3 .
4 4
. 1 1
b) Determinar P| X, < 5 » X, < > |

A.L.B.S./N.M.G.

9
Resolucion
a)
Ly
1 4
a4 —
204 —
14 -
P(X
P( X
p( X
b)

Calcular P( X1 <

La region es

l Xzsl.
2 2

XEIL

a4 —

214

114 -

=Y
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P( X, < 1 X, < 1 ) _ 2( l)( l] _1 c) Obtener las funciones marginales f,(x) y f,(¥).
2 2 2 2 2 d) Obtener las funciones de densidad condicional fX|y (x]y)) v
0
1 1 Jr15 1)
1 Pl X < 5 X, < )
©) P( Xl < E ‘ X2 < E ) = 1 Resolucién
P( X2 < E J a) Para que la funcion sea una funcién de densidad conjunta debe de

cumplirse que Y X dx dy = 1, porlo que:
plirse q f f S (x,¥) y p q

La region de integracion para P( X, < % )es: , P )
f f [x3+xL] dx dy = 1
x, A 0 Jo a
’ de donde
2 2
1 a+2y dy - 1 3a+8 -1
» o 4 a 6 a
214 PiX,=1:2) = 8
A “73
" b) La region de integracion es:
1
Pl X, < 1 X, < 1. 2 -2
2 2 T dedx,
fo ];) X, 4%,
Ejemplo 5.6
Sea la funcion de densidad conjunta ToeEaaeses X
) Por lo que
x3+xy;Osxsl,Osy32 (X (2 5 3 AP (5 3 2\ grd
fer(%,¥) = a (X<Y)= .4 39Xy’ | dxdy+ G g X7 dxdy
0 ; tr
’ en ofro caso o bien utilizando el complemento
a) Obtener el valor de a € R. P(X<T L P(X>T)=1 11 3 3, Ied
=1- >Y)=1 - 2
b) Calcular P(X<Y). (X< ¥) ( ) . x +8xy xay
y

A.L.B.S./N.M.G.
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i1 3 7
P(X<Y)=1- —+Zyr- Tyt
(X=1) fo ( FRETIRNTIAN i
P(X<Y) = —i—£=0.775
40 40
c) Las marginales se obtienen de

fle) = [T fiplx, ) dy
W) = [T fipla,y) dx

Para la marginal de x

2
fe(x) = f (x3+%xy2) dy =2x3+x ; 0<uxc<l

0
2x3+x , O0<x<1

S (x) ={ o .

en otro caso

Para la marginal de y

1 3 1 3
3 2 2
= x°+=x dx = -+ = ; 0<y<?2
() fo( g Y ] 7 167 y
1 + iy2 , 0<y<2
fr(y)=14 16
0 , en otro caso
d) Para las funciones de densidad condicional
ny(xa yo)

nlel o0 - Bl

A.L.B.S./N.M.G.

x3+§x 2 2
_ 870 2x(8x+3y)

1 3 2 4+ 39>

Zy = Yo

4 16

2x(8x2+3y02) ;. O0<x<1

- - 2
fXIyo (x|Y—y0)— 4+3y
0 ; en otro caso
y siempre que 0 <y,;<2
Por otro lado
f:\’y(xo’y)
Frin (7 |X = %) = Te(%)
x3+2x 2 2
0Ty 8xy 43y
2x5 +x, 8(2x. +1)
8x02+3y2
— O<y<2
Friy (V[ X = %) =1 8(2x +1)
0 ; en otro caso

y siempre que 0 <x;< 1

FUNCION DE DISTRIBUCION CONJUNTA

Proporciona el comportamiento probabilistico acumulado conjunto de una serie de
variables aleatorias.
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Definicion 5.4

Si X y Y son dos variables aleatorias conjuntas se define FXY(x, y)
como FXY(x,y) = P(Xs x, Y < y).

Si X y Y son dos variables aleatorias conjuntas discretas o continuas,
entonces:

x y
Fop(x,y) = Z E Jyy(u,v) paravv.aa. discretas

U = -0 Y =-

FXY(x,y) = fu=x fv=y fXY(u,v) dv du para vv.aa. continuas

U=-oc V=-0c0

Y

FXY(x , y) tiene las siguientes propiedades:

Propiedades de la Funcion de distribucion Conjunta

1) Fyy esuna funcion no decreciente
2)  Fg(-=,»)=0

Fop(x, -=) =0

Fyple, @) =1
3) FXY(”sY)‘FY(y)

Fop(x, ) = Fy(x)
4) Px <X<x,,y <Y« yz):FXY(xz,yz)—FXY(xl,yz)

- FXY<x2’ yl) * FXY(xl’ yl)

5) Para vv.aa. continuas, si Fj, tiene derivadas parciales de orden

superior a dos.

2
e, y) = TEn)

Ejemplo 5.7

Utilizando la funciéon de probabilidad conjunta del ejemplo 5.3, obtener su

fu

ncion de distribucidon conjunta discreta.

A.L.B.S./

N.M.G.

Resolucion
De la definicion de funcion de distribucion conjunta se tiene:

x
fXY(x7 ) 0 ; )
0 0.1 0.3 0.5
y i 0.14 0.42 0.7
2 0.2 0.6 1

Obsérvese que para construir una tabla de funcion de de distribucion conjunta
discreta so6lo se requiere sumar todos los valores por arriba y hacia la izquierda
(incluyendo valores diagonales) del valor que se desea obtener, en la tabla de la funcion
de la probabildad conjunta.

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS

Después de estudiar las funciones de probabilidad y de densidad marginales, se observa
que el conocimiento (o la informacién) sobre el valor de una de las variables aleatorias
puede modificar el comportamiento probabilistico de la otra variable. Esto so6lo sucede
si las variables conjuntas son dependientes.

Definicién 5.5
Si X y Y son variables aleatorias conjuntas, se dice que son
independientes si y s6lo si

S, ) = £ (%) £,()

paratodo X y y.

En general, para n variables aleatorias conjuntas X, X,, ... X , con funcion
de probabilidad o de densidad conjunta]leszX" (x,,%,,...,x,)ymarginales fX' (x;)

para i = 1,2,...,n, son independientes siy solo si

leXz___Xn(xl,xz,...,xn) =fX1(x1) sz(xz) .. .an(xn)
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Ejemplo 5.8
Determinar si las vv.aa. conjuntas X y Y con funcion de densidad conjunta
dada por:
8
—x(x+y); O<x<1,0<y<x
fa(x.y) =13

0 ; en otro caso

son independientes o no. Justificar su respuesta.

Resolucion

Para determinar si las vv. aa. son independientes o no, deben obtenerse las

marginales primero.

Para la marginal de x

£o(x) - f §x(x+y)dy
0

8 x3
fx)= 2| x*+=—| =4x> ; 0<xx<1
3 2
De donde
£(x) 4x3 ; O0<x<l1
x =
x 0 ; en otro caso

Para la marginal de y

18
() =f Ex(x+y)dx

y

w
[

X X
e

fy(y) = ? )

w | oo

De donde

A.L.B.S./N.M.G.

3
§+iy——20y ;0 O<yx<1
Hy)=79 3 9
0 ; en otro caso
Y puesto que
32 16 80
5K fr(p) = %+ =2y - 2%y # f (x,9)

se concluye que las variables X'y ¥ no son independientes (son dependientes).

CARACTERISTICAS NUMERICAS DE LAS VARIABLES
ALEATORIAS CONJUNTAS

Las caracteristicas numéricas de las variables aleatorias conjuntas son valores que
describen el comportamiento probabilistico conjunto.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL: VALOR ESPERADO Y CURVA DE
REGRESION

Definicién 5.6
Si X, Y son variables aleatorias conjuntas con funcién de
probabilidad o de densidad conjunta ]S,Y(x, y) ysi g (x N y) es una
funcion de dichas variables aleatorias. Entonces el valor esperado de
g (x , y) se define como:

Y ¥ elxy) fip(xy)

VR, VR,

E(g (X.Y))=1 o (-
g(x,y) fiy(x,y)dx dy caso continuo

caso discreto

PROPIEDADES DEL VALOR ESPERADO

a) E(c)=c¢c
b) E(X+7Y)=E(X)+ E(Y)
c) Si X, Y son variables aleatorias independientes entonces

E(gl(X) gz(Y>) = E(gl(X)) E(gz(Y))
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Ejemplo 5.9
En cierto proceso para elaborar una sustancia quimica especial, el producto
resultante contiene dos tipos de impurezas. En una muestra especifica de este

proceso, X denota la proporcion de impurezas en la muestra y Y la
proporcion de la impureza tipo I entre todas las impurezas encontradas.
Supongase que se puede elaborar un modelo de la distribucion conjunta de X

y Y mediante la funcion de densidad de probabilidad siguiente:

2-2x ;0<x<1 , 0<yx<1

fer(x,9) = 0 : en otro caso

Encontrar el valor esperado de la proporcion de impurezas tipo 1.

Resolucion

Puesto que X es la proporcion de impurezas en la muestray Y la proporcion
de impurezas de tipo [ en relacion al total de las impurezas muestrales, tenemos
que XY eslaproporcion de impurezas tipo I en la muestra entera. Es decir,

se debe obtener E(XY)
1 [1 1
E(XY):f f 2xy(1—x)dydx:2f x(l—x)[lex
0 Jo 0 2
2 3 |1

B R ) PR A i
f(xx)dx 3

2 0

|~

.1
2 3

Es importante observar que si X , Y son 2 variables aleatorias conjuntas,

aun cuando se imponga la condicion X = X, a la variable aleatoria X , la otra

variable aleatoria conjunta ¥ sigue siendo una variable aleatoria, y como tal posee un

comportamiento probabilistico propio, descrito por lex (Y | X = x0> , ypor lo tanto
0

también se pueden determinar sus caracteristicas numéricas.

Esto mismo ocurre con la condicién (X | Y = yo) .

Asi,si X y Y sondos variables aleatorias conjuntas y se conoce con certeza

A.L.B.S./N.M.G.

el valor que tomard X , el mejor pronostico que se puede realizar del valor que tomara
Y es el valor esperado, calculado desde luego a partir de la distribucion condicional

correspondiente. Por lo tanto, si se sabe que X = x,, el valor pronosticado para ¥ que

se denota por J, es

}70=E[Y|X=x0]= By s,

Definicién 5.7
Si X, Y son 2 variables aleatorias conjuntas, se define el valor
esperado condicional como:

fmyfnxo(y | xo) dy si Y es continua
Po=Py, cE[Y|X =x,|={"
Tl 0] E J’fy|xo(y|x0) si Y es discreta
YRy

fmfolyo(x | yo) dx si X es continua

£,=Uy, cE[X| Y =y, |-
0 FXx|y, 0] vz: xl‘}|y0(x|y0) si X es discreta
R

X

La curva de regresion de Y dado x, es el lugar geométrico de los valores

esperados de las distribuciones condicionales de Y. Su ecuacién es: ¥ = By

La curva de regresion de X dado y, es el lugar geométrico de los valores

esperados de las distribuciones condicionales de X. Su ecuacidén es: X = Bx|y

Elconcepto de curva de regresion tiene su principal utilidad en los pronoésticos,
puesto que para cada x proporciona el valor esperado (o pronostico) de Y, o viceversa.
En el tema de Anélisis de Datos, se estudidé un resultado particular de la curva de
regresion, en el cual se modela para una linea recta u otra curva a través de un sistema
lineal en los parametros, dando lugar al concepto de regresion lineal.
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Por lo que
2 2
. 2 8x, +3
Ejemplo 5.10 Gomtyy = | A2 BRIV,
Sea la funcion de densidad conjunta 0 o 8 2x02 +1
s 3, . 1 3+ 4x02
P ) - X +§xy ; O<x<1,0<y<2 )70=p.leo=E > siempre que 0<x; <1
xr\(X,Y) = 2x, +1
0 ; en otro caso
2 2 2
Obtener las esperanzas condicionales para cualquier valor (curvas de £ =p _ 1 x"(8x"+3y5)
regresion). REEC 4 + 3y02
Resolucion
De un ejemplo anterior se sabe que para la funciéon de densidad conjunta, las ) 8+ 5y2
condicionales son: Jeo =Py, =< 02 siempre que 0 <y, < 2
C 343y
2x(8x2%+ 3y02)
— 0<x<1
X|Y = = +
fXIYo ( | yo) 4+3y Las funciones marginales y las curvas de regresion pueden interpretarse con
0 ;. en otro caso mayor facilidad a través de sus graficas.
x3+éxy2 ; 0<x<1,0<y<2
siempre que 0 <y, <2 Funcién de densidad conjunta f,,(x,y) =
0 ; en otro caso
8x02 + 3y2 Su grafica desde dos perspectivas es:
— s O<y<?2
fY|x0(Y|X=x0)= 8(2xy +1)
0 ; en otro caso

siempre que O0<x, <1

Y las esperanzas condicionales estan dadas por:

Po=Pr|x =E [Y]x - x0]= f yfylxu(y|x0)dy

- Las funciones condicionales dibujadas junto a la funcion de densidad son:

Jeozp'leo:E [Xl Y = yO]: f xj?‘lYo(X|y°) dx

-

A.L.B.S./N.M.G.
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MEDIDAS DE DISPERSION DE VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS:
COVARIANCIA Y CORRELACION

COVARIANCIA
La covariancia es una medida de dispersion que indica, en promedio, qué tanto se alejan

conjuntamente los valores de sus medias respectivas, i.e. qué tanto varian en conjunto
(qué tanto covarian).

Definiciéon 5.8
Si X y Y son 2 variables aleatorias conjuntas, entonces se define la

. .. - covariancia Cov ( X, Y ) como:
Debe observarse que las funciones condicionales se dibujan en el plano (y cada

una en su plano); sin embargo, aqui se dibujan junto con la funcién de densidad conjunta Cov ( X, Y) = Oy = E [ (X a p'X) ( Y- By ) ]

para que se observe que tienen la misma tendencia. Es decir, para cada valor y,

Aplicando las propiedades del valor esperado, se tiene que la covariancia se
puede calcular mediante:

para el valor constante ¥, y luego la refiere a la unidad. Cov (X, Y) =E [ (X - By ) ( Y- u, ) ] =E ( XY) - Byly

la condicionalely (x| y,) acumula la probabilidad de la funcién conjunta f,, (x,y)
0

Las esperanzas condicionales son: Teorema 5.1
Si X y Y son dos variables aleatorias conjuntas independientes,
entonces:

Cov (X,Y)=0

El valor esperado de la covariancia depende de la escala en la que estan X y

Y . Parareferir larelacion entre X y Y auna escala fija se debe utilizar el coeficiente
de correlacion.

Definicion 5.9
El coeficiente de correlacion, denotado por p es:

Que igualmente deben dibujarse en el plano. La funcién = E(Y | x) debe - Cov ( X, Y ) . Oxy

dibujarse en el plano xy, mientras que £ = E (X |y) debe dibujarse en el plano yx. Y Var (X) |/ Var (Y) 0,0,

El coeficiente de correlacion es una cantidad adimensional que mide la
asociacion lineal entre las dos variables aleatorias, el valor de p esta contenido en el

intervalo [ -1,1 ] .

A.L.B.S./N.M.G.
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El coeficiente de correlacion tiene las siguientes propiedades. )
2xe ; x>0
f;Yb’o (x | yo) -
1) Si X, Y son variables aleatorias independientes, entonces p = 0 0 ; en ofro caso
2) Para cualesquiera variables aleatorias conjuntas -1 < p < 1
3) p = +1,siysélosi ¥ = mX +b param y b constantes. de forma andloga, por simetria
Ejemplo 5.11 2ye'y2 y>0
Dada la funcion de densidad conjunta fy x (y | xo) =
EX
0 en otro caso
£ (x, ) 4xye'("2+y2);0$x<oo,0$y<oo .
= 2
XY > L — = = = —-X
0 ; en otro caso ©) xo—quyo—E[X|Y—y0]- f x(2xe )dx
0
Obtener:
= 2x%e* dx
a) Las densidades marginalesde X y Y 0
b) Las funciones de densidad condicionalde X y Y Sea u=x, du = dx
c) La expresion de las esperanzas condicionalesde X y ¥ J 2 d g2
d) El coeficiente de correlacion. v = 2xe x v=r-e
entonces:
Resolucion 2 = ® 2 NE
- - s Toe J?0=—xe"2]o+fe"dx=0+
a) S (x) = f 4xye'(" vy )dy = —2xe ey )]'V=0 0 2
0
A Yy T n Y7
2 X, = +—, d ¢ forma analoga = X —
=2xe™”* 0 ) y g Yo >
2
- N < o
fX(x) = Zxe ; Os<x d) Puesto que fXY(x,y) = fy(x) f;(¥), entonces las variables

0 ; en otro caso

De manera analoga, por simetria

2ye'y2
0 ;

() = Osys<e

en otro caso

fio(x, 4 -(x%+ y?)
b f:\’lyo(x |y0) _ X;ﬁ’(‘yﬁ)’o) _ Axye

_.2
2y,e Yo

.2
=2xe ”*

A.L.B.S./N.M.G.

COV(X, Y) = 0, por lo que

aleatorias son independientes y

p=0

Definicion 5.10
El coeficiente de determinacion, denotado por p2 es:

2
2 _ [Cov (X, Y)] Oxy
Var (X) Var (Y)

P 2 2
Oy Oy

El coeficiente de determinacion, proporciona el grado de explicacién de una
variable (generalmente y) respecto a la otra (generalmente x), es decir, qué tanto se

explica y, conociendo x.
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2
Teorema 5.2 01 O 9y5 Otn
Sean X, X,, ..., X variables aleatorias con pardmetros 0, 0; o,y o,
n
E(Xi):p,i i=1,2,...,n
Var (X,) = o] i=1,2,..,n
Yy @, d,, ..., 4, son constantes. Entonces la variable aleatoria Y conla
combinacidn lineal siguiente 2
g ) o ... O
n | nl n2 n3 n |
Y = aIle + a21YZ+ e F aan = E aiZYi
i=1 recibe el nombre de matriz de variancia-covariancia, y tiene diversas aplicaciones en
tiene como parametros ingenieria.
n
E(Y)=Y ap, Ejemplo 5.12
i=1 Supongase que Y, Y, y Y, son variables aleatorias con
n
= 2 E(Y )=2 E(Y )=-1 E(Y )=4
Var(Y)—Zjl a; Var(Yi)+22 Z: aia].Cov(Xl.,Xj) (1) (1) (1)
= ' Var( Y, ) = 4 Var(Y,) =6 Var( Y, ) =8
La obtencién de la variancia de una combinacion lineal se facilita si se utiliza COV(YI 5 Y2) =1 COV(YI 5 Y3) = -1 COV(Y2 5 Y3) =0

la forma matricial

Obtener E( 3Y, + 4Y, - 67, )y Var( 3Y, + 47, - 67, )

, o
0, 6, O ... 0| |a
» Resolucion
G, 0y Oy ... 0| |a,
E(3Y, +4Y, - 6Y,)=3E(Y,) + 4E(Y,) - 6E(Y,)
Y) =
var(¥) = [a,,0,,...a,] E(3Y, + 47, - 67,)=3(2) +4( -1) - 6(4) = -22
) Var(3Y, +4Y, - 6Y,) =9Var( Y, )+16Var(Y,)+36Var(Y, )+
6 0,0, .. Ui a +2(3)(4)Cov(Y,,.Y,) +
) : . +2(3)(-6)Cov(Y,,Y;) +
donde la matriz " 2(4)(—6)C0V(Y2,Y3)

Var(3Y, + 4Y, - 67,) = 9(4) +16(6) +36(8) +2(3)(4)(1)
+2(3)(-6)(-1)+2(4)(-6)(0)

Var( 37, + 47, - 67, ) = 480

A.L.B.S./N.M.G.
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DISTRIBUCION BINORMAL

Una generalizacion de la variable aleatoria normal unidimensional es la distribucion
normal bivariada, o binormal. La principal aplicacién de la distribuciéon binormal se
encuentra en el calculo de errores y en la teoria para la regresion lineal, cuando se
estudian los supuestos teoricos que debe cumplir.

Definicion 5.11

Sean X y Y dos variables aleatorias conjuntas, con funcion de densidad

Fp (x,¥) = _ L N e_ 2(11‘P2)[(x‘_’_:l)2_zp(x‘_’—?) (y;_:”) +(y;_::7)2}

2710,0,y1-p°

para —oco<x<oco —oo<y<oo

Se denota [X,Y] ~ Binormal (|, Oi,, By 0;, p).

La funcion de densidad binormal tiene como interpretacion grafica una
superficie.

. . . , 2
Y las funciones de densidad marginales son normales con parametros M, , Oy

2 .
Yy Wy, Oy; respectivamente.

Las condicionales también son normales con parametros:

OX
Bypy= BECX1Y) = by = (- 1y)

Y

A.L.B.S./N.M.G.

oy, = Var(X|y) = o%(1-p?)

para la condicional de x dado y.

@) y

v dh

//5( \E(le)

Xly

Mientras que la condicional de y dado x tiene como parametros a:

o
Brie= BOYIX) = iy rp = (x -y
X

0y, = Var(¥|x) = 05(1-p?)

fo(y)

Yix

E(Y|x)

Ejemplo 5.13

La vida util de un foco X y el didmetro del filamento Y, se distribuyen de tal

forma que el comportamiento conjunto se puede modelar mediante una
distribucién normal bivariada, con los siguientes parametros.

By = 2000 [horas]
By= 0.1 [cm]
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2 2
Oy = 2500 [horas’] AUTOEXAMEN TEMA V

02 = 0.01 [cm?]

0.87 1.- El valor de la constante ¢, para que la funcion

p=0. . .

El gerente de control de calidad desea determinar la vida de servicio de cada for (x,3) = ¢ ; si 0<x<025, 0<y<2000
foco midiendo el diametro del filamento. Si el diametro de un filamento es xr 2 0 ; en otro caso

0.098, determinar la probabilidad de que el foco dure 1950 horas?
sea una funcién de densidad conjunta es:

Resolucion
Del enunciado X ~ N(2000,2500), Y ~ N(0.1,0.01), p= 0.87 A) 1 B) 1 0) 1 D)4
De donde: 2000 500
c E) Ninguna de las anteriores.
E(X[3)= Byt p = (y-Hy)
¥ 2.- Sean X y Y dos variables aleatorias conjuntas con funcion de densidad
=2000+0.s7(ﬂ](0.098—0.1) 6xy : O<x<l , 0<y<l
0.1 ny(x,}’) = 0 .
- 199913 ; en otro caso
Oy|y = Var(X|y) = 0,2\'(1 -p%) Entonces P(X < 0.5, Y < 0.5) es:
= 2500(1-0.7569) = 607.75 A) 0.03125 B) 0.75 C)0.25 D) 0.6562
E) Ninguna de las anteriores.
Por lo que

P(X>1950|Y=0.098) ~ P —_ .
llegada del proveedor (que llega entre 1 y 4 a.m.) y la calidad del producto (que

/607.75

= P(Z>-1.99) = 0.9767

7> 1950 - 1999.13 ] 3.- La ganancia de un almacén de la central de abastos depende del tiempo de

convencionalmente varia de 1 a 2). Llamemos X al tiempo de llegaday Y a la

calidad.
Ambas variables tienen una funcién de densidad conjunta

33V . 1<x<4,1<y<2
S (2,) = 18
0 ; en otro caso

Entonces la funciéon de densidad de probabilidad del tiempo de llegada es:

5 1 1 1 1 5
A) = - = B) —x - — C) =x - —
)4 6y )6 12 )2 12

1 1
D) — - — E) 1
)4 18y )

A.L.B.S./N.M.G.
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4.-

Si X, Y son variables aleatorias conjuntas con funcion de densidad

8xy 0<x<y, 0<y<l1
ny(x,y)={

entonces la densidad condicional de X' dado Y cuando 0 <x <y, 0 <y <1

0 en otro caso

€s:

A) 2x B) 2—’2‘ C)2y p) 2%

y 1 -y

E) Ninguna de las anteriores

Sean X'y Y dos variables aleatorias conjuntas con funcion de probabilidad

Sy (x,3) y
1 2
x 0 0.1 0.3
1 0.4 0.2

Entonces, el valor esperado de XY es:

A) 0.6 B) 0.8 C)0.9 D) 1.5
E) Ninguno de los anteriores.

Dos lineas de ensamble producen cierto nimero de piezas en un dia segun la
distribucion de probabilidad conjunta siguiente

X
Sy (%,) 0 1 2
0 0.2 0.1 0.05
0.1 0.15 0.1
y 2 0.05 0.12 0.13

Entonces el nimero esperado de piezas que producen las dos lineas en un dia

cualquiera es:

A)2 B) 0.93
E) Ninguna de las anteriores.

C) 1.86 D) 1.88

A.L.B.S./N.M.G.

7.- Si dos variables aleatorias tienen la densidad conjunta
£ ) 4xy 0<x<l,0<y<l1
x,y) =
xr 0 en otro caso
entonces su covariancia, Cov (X, Y), es:
2 4
A) = B) — C)0 D)1
3 9
E) Ninguna de la anteriores.
. . . . _ _ 2

8.- Si X'y Y son variables aleatorias conjuntas con B, = 10, B, = 15, 0, = 3,

0; =4, Cov(X,Y) = 2 entonces Var(2X - Y) es:

A) 2 B) 16 )0 D) 24 E) 8
9.- Las variables aleatorias X y ¥ representan los rendimientos de las acciones de

dos empresas. Sus parametros son: p, = 10, O, = 15, By = 15, 0, = 20,

Y Pyy = -0.1. La media y la desviacion estandar de la combinacion lineal

R = 04X + 0.6Y son respectivamente:

A) 12.86, 18 B) 13, 18 C)13,13.41

D) 13, 12.86 E) Ninguna de las anteriores.
10.- Si las variables aleatorias conjuntas X y Y tienen la funciéon de probabilidad

conjunta

F, x
0 1
y 1 0.1 0.3
2 0.4 0.2

Entonces el coeficiente de correlacion entre X'y Y es:

A) -0.408 B) 0.7 C)-0.1
D) -1.66 E) Ninguna de las anteriores.
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